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Themen heute

« Eigenschaften der Fourier-Transformation

* Filtern im Frequenzraum
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EIGENSCHAFTEN DER
FOURIER-TRANSFORMATION




Fourier-Transformation einer Box-Funktion
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Fourier-Transformation einer
GaufR-Funktion

/sin ist punktsymmetrisch\

f(t) = o - zum Urs_prung,_
iInsgesamt ist zweiter
00 . 00 2 .
F(u) = 1) e 2 g = e Y . o2 gy Integrand ungerade,
() f—mf( ) f—°° symmetrische

=f:e‘at2 .[cos(2nut)—isin(2nm)]dt %nsgrenzen; 0/

_ fw P -cos(2sut)dt - i f _0; e -sin (2mut ) dt

—00

= foo e -cos(Znut)dt -0

- 1.0 . . 1.8 , ,
f(t) [\ 16 [F(u) n _
JT —n*u’la 0.8 1 14 -
A 1.2 | |
a oor 1 10} |
04 | | 08 F _
erstes Integral: 0.6 .
Handbook of 02 } \ 1 oa} _
Mathematical 0o , 1 . gs A
I -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

K Functions... Py t 0

Rohs / Kratz, LMU Munchen Computergrafik 2 - SS2011



Fourier-Transformation eines Impulses
im Ortsraum

* Impuls im Ursprung wird zu Konstante im Frequenzraum

o(t) F(u)
oo allst =0 o gl 1104t
on=1 * 7 - [ awar=1 ol
0) sonst - °r 1100
F(l/t) = f_oo 5(t) : €_i2m” dt = €_i2mt0 = 60 =1 2r i 0:96 -
t u

* Impuls an der Stelle t, wird liegt auf Einheitskreis im
Frequenzraum

F(u) _ f_o; (S(t _ to) . e—iZJwt dl_ _ e—iZJ'[utO
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Eigenschaften der 2D-DFT: Translation

\

* Verschiebung im Ortsraum fuhrt zu Phasenverschiebung

im Frequenzraum
1 M-1N-1
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0° 0
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Eigenschaften der 2D-DFT: Periodizitat

M-1N-1
° 2D DFT F u V f X y —lzﬂf(ux/M+vy/N)
x=0 y=0
1 MElN—l |
f(x,y) = F(u’v).eZZJr(ux/Mﬂzy/N)
MN u=0 v=0

* Verschiebung im Ortsraum um Vielfache von M, N:
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1
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F(u)

der 2D-D FT periods meet here.
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Zentrierung

* Verschiebung im
Frequenzraum
um M/2, N/2 ‘ Two back-to-back
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Abbildung: © R. C. Gonzalez & R. E. Woods, Digital Image Processing
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Zentrierung der 2D-DFT

* Verschiebung um M/2, N/2 im Frequenzraum:

F(u—%,v—%)@ Fxy)(=1)™

F(u ) %,v ) E) ) M-1 N_lf(x,y) | e—i2ﬂ((u—%)x/M+(v—g)y/N)
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Eigenschaften der 2D-FT: Rotation

« Rotation im Ortsraum fuhrt zu Rotation im Frequenzraum

 Schreibe FT in Matrix-Vektor-Notation:
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 Rotation mit 2x2-Rotationsmatrix R;
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Eigenschaften der 2D-FT: Rotation
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Konvolution im Frequenzraum

 1D-Konvolution

fExh() = f(n)-h(x=n)

o 2D-Konvolution

feshy)= > S fmn)-h(x-m,y-n)

< F(u,v)-H(u,v)

 Periodizitat problematisch - Padding
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Padding

Rohs / Kratz, LMU Minchen

© R. C. Gonzalez & R. E. Woods, Digital Image Processing
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FIGURE 4.36

(a) An M X N
image, f.

(b) Padded image,
fpofsize P X Q.
(c) Result of
multiplying f, by
(_ 1 )x+y‘

(d) Spectrum of
F,. (e) Centered
Gaussian lowpass
filter, H, of size

P X Q.

(f) Spectrum of
the product HF,.
(2) &p. the product
of (—=1)*"Y and
the real part of
the IDFT of HF,.
(h) Final result, g,
obtained by
cropping the first
M rows and N
columns of g,



Wraparound .

Error

 Konvolution
periodischer
Funktionen

« Padding:
P>A+B-1
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FIGURE 4.28 1 eft
column:
convolution of
two discrete
functions
obtained using the
approach
discussed in
Section 3.4.2. The
result in (e) 1s
correct. Right
column:
Convolution of
the same
functions, but
taking into
account the
periodicity
implied by the
DFT. Note in ()
how data from
adjacent periods
produce
wraparound error,
yielding an
incorrect
convolution
result. To obtain
the correct result,
function padding
must be used.
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FILTERN IM FREQUENZRAUM




Frequenzraumfilterung

« Statt Konvolution im Ortsraum nun Multiplikation im
Frequenzraum

N-1

Fy) eh(ey)= 3" S fmn) h(x=m,y=n)

< F(u,v)-H(u,v)
* Vorgehen

1. Padding im Ortsraum auf 2M, 2N

Multiplikation mit (-1)**Y
DFT
Multiplikation mit Filter im Frequenzraum

Filt
e‘

inverse DFT, Realtell
Multiplikation mit (-1)**Y
Padding entfernen

N O Os DN

© R. C. Gonzalez & R. E. Woods, Digital Image Processing
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Ideales Tiefpassfilter

» Tiefpassfilter lasst tiefe Frequenzen passieren und
dampft hohe Frequenzen ,

1, falls u’+v' < F’,

X

+ |deales Tiefpassfitter H, (u,v)=-
— ideal low pass filter (ILPF)

o F__. . Cut-Off-Frequenz

0 ,sonst.

max-

© K. D. Ténnies, Grundlagen der Bildverarbeitung
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Ideales Tiefpassfilter (ohne Padding)

{1 50 50

100 100
150 150

200

100

200 200

Filter H(u,v) Bild F(u,v)

50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

* Bild: 256x256 Pixel

* Filterradius (Cut-Off-
Frequenz): 40 Pixel

100
150

200+

‘F(u,v) H(u,v)

0 50 100 150 200
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Ideales Tiefpassfilter (mit Padding)
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Ideales Tiefpassfilter zur
Rauschunterdruckung

Cut-Off-Frequenz: 40

© K. D. Ténnies, Grundlagen der Bildverarbeitung
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Ringing-Artefakt

© K. D. Ténnies, Grundlagen der Bildverarbeitung

Rohs / Kratz, LMU Munchen Computergrafik 2 - SS2011



Ringing-Artefakt

Bildzelile
Fourier-transformierte Zeile

Das Ringing-Artefakt entsteht, weil scharfe Kanten
durch Wellen aller Frequenzen beschrieben werden
und der ideale LPF hohe Frequenzen abschneidet
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Ringing-Artefakt

je kleiner die Cut-Off-
Frequenz F_ ., desto starker
der Ringing-Artefakt

iInvers Fourier-
transformierte
Zeile
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Butterworth-Filter

* Frequenzen werden nicht geloscht, sondern nur
abgeschwacht

Tiefpass

 Tiefpass-Filter (BLPF):
1

1+ (D(u,v)/DO )Zn

H(u,v)=

« Hochpass-Filter (BHPF):
1 Butterworth-
-+ Tiefpass

Hl\u,v)=
( , ) 1+(DO/D(u,v))2n
D,: Cutoff-Frequenz

D(u,v): Frequenz, Abst. Ursprung
n: Ordnung des Filters
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Einfacher Tiefpass vs. Butterworth

© K. D. Ténnies, Grundlagen der Bildverarbeitung
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Filter H(u,v)

200 300 400

F(u,v) H(u,v
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Beispiel: BLPF, n=2,D, =
%l .

Bild f(x,y) Filter H(u,v) Bild F(u,v)

F(u,v) H(u,v)

300
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Beispiel: BLPF, n=2, D, =20

Bild f(x,y) Filter H(u,v)

300

F(u,v) H(u,v
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Ordnung n des Butterworth-Filters

* Ordnung n bestimmt die Steilheit der Transferfunktion

H(u, v) H(u, v)
: 1

T 2 10]
} - 1+ ( D (u, V) / DO )2n
_ 0.5

H(u,v)=

=D (u, v)

© R. C. Gonzalez & R. E. Woods, Digital Image Processing
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Gaul-Filter

 Keine Artefakte, da Fourier-Transformation einer Gaul}-

Funktion wieder eine Gaul3-Funktion s
Tiefpass

» Tiefpass-Filter (GLPF):

) e () D, grol}
(u,v)= exp(— 2D )
* Hochpass-Filter (GHPF): GauR-
2 Tiefpass
H (u,v) =1- exp(— DZ(I;%V)) Do l:ein

D,: entspricht o
D(u,v): Frequenz, Abstand vom Ursprung

© K. D. Ténnies, Grundlagen der Bildverarbeitung
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Beispiel: GLPF, D, = 80

Filter H(u,v)

F(u,v):H(u,v)

200
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Beispiel: GLPF, D, = 40

Bild f(x.y) Filter H(u,v) 1d F(u,v)
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Beispiel: GLPF, D, = 20

)

Filter H(u,v)

100
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Transferfunktion des GLPF

» GLPF begrenzt weniger scharf, als das BLPF
 GLPF erzeugt keine Ringing-Artefakte

H(u, v)

—v 1.0

0.667

/D0= 100

D(u, v)

2l

FIGURE 4.47 (a) Perspective plot of a GLPF transfer function. (b) Filter displayed as an image. (c) Filter
radial cross sections for various values of D,.

© R. C. Gonzalez & R. E. Woods, Digital Image Processing

Rohs / Kratz, LMU Munchen Computergrafik 2 - SS2011



Filterresultate des GaulB-Filters

Bildzeile
rot: vor der Filterung
weild: nach Filterung

keine Artefakte
erkennbar
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Beispiel: GHPF, D, = 80

Filter H(u,v)

200
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Beispiel: GHPF, D, = 40

200
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Beispiel: GHPF, D, = 20

4 v - ,
\!

Bild f(x,y)

200

P B S

200
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Vermeiden der Ausloschung niedriger
Frequenzen beim GHPF

« Hochpass-Filter (GHPF):
D" (u,v)
2D;

H(u,v) =1-exp| -
0 <H(u,v) =1

 modifiziertes GHPF:

H, (u,v) = a+(1—a)-H(u,v)

asH,(uv)=s1

D,: entspricht o
D(u,v): Frequenz, Abstand vom Ursprung

© R. C. Gonzalez & R. E. Woods, Digital Image Processing
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Beispiel: GHPF, D, = 20, H_(u,v), a = 0.2

A .

Bild f(x,y)
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Beispiel: GHPF, D, = 40, H_(u,v), a = 0.2

d f(x,y) Filter H_(u,v) Bild

200 200

F(u,v) H,(u,v)
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Beispiel: GHPF, D, = 80, H_(u,v), a = 0.2

Bild F(u,v)

F(u,v) H,(u,v)
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